Билет 11

1. Формула умножения вероятностей

Домножив обе части [image: image1.png]P(AB)
P(4|B)= o




на P(B) а [image: image2.png]


на P(A), придем к равенствам

P(AB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A) ; 

выражающим содержание теоремы умножения вероятностей. Согласно ей вероятность произведения двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, при условии, что первое произошло.

2. Локальная теорема Муавра-Лапласа.

Ключевое предельное соотношение, на которое опираются остальные,

дает локальная теорема Муавра-Лапласа. Докажем ее для случая p = q = 1/2, а затем сформулируем общую теорему, справедливую при любых 0 < p < 1.

Для удобства выкладок примем, что число испытаний четное и равно n = 2N. Кроме того введем новый аргумент m = k - N, равный отклонению от половины испытаний. Введем еще одно обозначение [image: image3.png]P(m) =Pon(N +m) = ( :



 для вероятности, что случайная величина M = K-N примет значение m. Запишем P(m) в явной форме [image: image4.wmf]
Помножив числитель и знаменатель на (N!)2, будем иметь [image: image5.wmf]. 

Здесь выделена вероятность нулевого значения случайной величины M: [image: image6.png]


 (2)

Сократив одинаковые сомножители в числителе и знаменателе предыдущего равенства, получим [image: image7.wmf] Разделив затем числитель и знаменатель дроби на Nm, будем иметь

[image: image8.wmf] (1).

Будем считать далее, что m << N, так что все сомножители в числителе и знаменателе близки к единице. Пользуясь этим, заменим произведения выражениями, асимптотически справедливыми при m << N. Подробно обсудим произведения в знаменателе.

Логарифмируя их, получим [image: image9.wmf]
Логарифмы в сумме заменим известными асимптотиками

[image: image10.wmf]. Подставив их в сумму, придем к асимптотическому соотношению [image: image11.wmf]
Отсюда имеем искомую асимптотику произведения в знаменателе (1)

[image: image12.wmf]. Точно также находят асимптотику числителя в правой части:[image: image13.wmf]
Подставив последние два соотношения в (1), получим окончательно

[image: image14.wmf] (3). Найдем асимптотику вероятности (2) нулевого значения случайной

величины M. Для этого вспомним формулу Стирлинга [image: image15.png]Nl = V2N NV *r‘{uo(%ﬂ (N = o)



. Она надежно работает при любых N, начиная с N = 1. Она дает [image: image16.wmf]
Отсюда и из (2) имеем [image: image17.png]


. Подставив это значение в (3), получим окончательно [image: image18.png]P(m)=Pon(m+ N) ~

1
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. Эта асимптотическая формула и составляет содержание локальной тео-

ремы Муавра Лапласа в частном случае p = q = 1=2.

Это соотношение означает, что если m3 << N2, то при подсчете вероятностей P2N(m + N) можно пользоваться приближенной формулой

[image: image19.png]


. Подчеркнем, при N>>1 эта формула по сути справедлива для любых m, так как входящая в нее экспонента становится малой задолго до того как m достигает границу m¤ = N2/3 применимости асимптотической формулы. При произвольных вероятностях успеха p и неудачи q (p + q = 1) справедлива аналогичная асимптотическая формула, составляющая со-

держание общей теоремы Муавра-Лапласа. Приведем приближенную формулу вычисления биномиального распределения при больших npq: [image: image20.wmf]
[image: image21.png]




Билет 12

1. Формула полной вероятности.

Выведем еще одну важную, имеющую многочисленные применения, формулу полной вероятности. Перед этим введем понятие полной группы несовместных событий: Группу событий {H1, H2, ……, Hn} называют полной группой несовместных событий, если все события группы попарно несовместны:
[image: image22.png]n,

k#1),

(11)



     [image: image23.png]12)




Возьмем некоторое произвольное случайное событие A и заметим, что выполнено равенство [image: image24.png]Aza0=a UHo=)AH. (3





Поскольку все объединяемые события AHk в правой части равенства (13) несовместны, по аксиоме аддитивности имеем [image: image25.png]P(4) = P((J A H) = Y. P4 HY)





С другой стороны, согласно формуле умножения вероятностей, каждое слагаемое последней суммы может быть записано в виде[image: image26.png]P(AHy) = P(Hy) P(A|Hy)




Подставив это равенство в предыдущее, придем к обещанной формуле полной вероятности
[image: image27.png]P = SR PN (3RO =
.





Билет 13

1. Формула Байеса.

Сформулируем и решим общую задачу вычисления апостериорных вероятностей. Пусть, как и прежде, имеется группа гипотез H1,..., Hn, известны их априорные и условные вероятности

[image: image28.png]P(Hy),....P(Hy) (ZP Hi)




          [image: image29.png]



Стало известно, что в испытании произошло событие A. Спрашивается, чему равны апостериорные вероятности  [image: image30.png]



Поставленная задача решается с помощью формул условной вероятности, умножения вероятностей и полной вероятности. Положив в [image: image31.png]P(4B)
P(B|4) =




 B = Hk и привлекая формулу  [image: image32.png]


, будем иметь

[image: image33.png]A|H) P(Hi
P(Hy|4) = 2D PUL)




Преобразуя знаменатель с помощью формулы полной вероятности, получим окончательно: 

[image: image34.png]P(AHy) P(Hx)

P(HiA) = —
i E‘P(Hk)P(A\Hk)



  

Это и есть обещанная формула Байеса, выражающая апостериорные условные вероятности через априорные вероятности.

2. Плотность вероятностей суммы случайных величин.

Применим формулу 

[image: image35.png]F) = [f @) dzdy
s




к нахождению функций распределения суммы случайных величин Z = X + Y.

Двойной интеграл сводится к повторному интегрированию

[image: image36.png]



Дифференцируя обе части равенства по z, получим плотность вероятностей суммарной величины Z:

[image: image37.png]



В частности, для независимых слагаемых, совместная плотность вероятностей которых распадается на произведение, отсюда имеем

[image: image38.png]


 Это знаменитый интеграл свертки.

Билет 14.

1. Понятие несовместных событий

Будем пока бросать одну игральную кость. Пусть нас интересует ве​роятность выпадения, при ее бросании, наибольшего числа очков k = 6,​но нет времени оценить вероятность статистическим методом, много-​кратно подбрасывая кость. Разрешить проблему помогает мысленный​анализ возможных исходов испытаний (бросаний кости). Ясно, что име​ется множество Ω, состоящее из шести событий – всевозможных вариан​тов падения кости​[image: image39.png]Q= {wr, wy, wa, wa, ws, We}



​

где событие ω состоит в том, что при бросании кости выпало k очков. ​Это так называемые элементарные события, которые только и могут ​произойти с игральной костью. Поскольку кость никогда не встает на ​ребро или вершину, перечисленные события называют полной группой ​элементарных событий, отвечающих испытанию (бросанию кости).​Если кость симметрична, то указанные события (1) могут произойти ​в любом испытании с равной возможностью, а значит события (1) рав​новозможны. Кроме того, все они взаимоисключают друг друга: Если в ​испытании произошло одно из событий (1), то заведомо не реализуются ​остальные. По этим причинам события (1) называют несовместными. ​Таким образом, множество событий (1) образует полную группу равновозможных несовместных элементарных событий.​
Для несовместных событий P(AB) = P(0) = 0.

Если к тому же события A и B независимы, то должно выполняться равенство
P(A)P(B) = 0

Иначе говоря, несовместные события заодно и независимы, лишь если вероятность хотя бы одного из них равна нулю. В противном случае независимость и несовместность взаимно исключают друг друга.

Заметим однако, что выполнение равенств P(AB) = P(A)P(B) = 0

не гарантирует несовместности случайных событий, а сами они могут оказаться зависимыми.

   Противоположная вероятность

2. Интегральная теорема Муавра-Лапласа

[image: image40.png]P(m) = Pay(m+




- локальная теорема Муавра-Лапласа. В частном случае p=q=1/2.

На практике чаще используют не локальную, а интегральную формулу Муавра-Лапласа. Дело в том, что при n>>1, когда формулы

[image: image41.png]e
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(11), справедливы, вероятности отдельных чисел успехов k, пропорциональные 1/√n, близки к нулю. Поэтому обычно интересуются вероятностью, что число успехов K попадает в некоторый отрезок K C[k1; k2]. Вероятность объединения несовместных событий равна сумме их вероятностей,

а значит, вероятность попасть в заданный отрезок равна[image: image43.png]Pl hy) =

ZP
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При n>>1 сумму можно заменить интегралом и пользоваться формулой
[image: image45.png]P(k1, k)




Здесь введены обозначения[image: image46.png]



Это и есть интегральная формула Муавра-Лапласа. Тем не менее, применяя ее, обходятся без вычисления интегралов, а пользуются таблицами функции

[image: image47.png]



[image: image48.png]



и находят требуемые вероятности по формуле

[image: image49.png]P(lcx<kz):P(a< X —
VPq

<)

B(b) — B(a)





Билет15
На формуле условной вероятности

​P(A|B) =​P(AB)/​P(B)

​базируется еще одно ключевое понятие теории вероятностей, понятие​ статистической независимости случайных событий. В общем случае ​информация о том, произошло в данном испытании событие B или нет, ​меняет вероятность P(A|B) наступления в том же испытании события​ A. Однако если события никак не связаны между собой, то вероятность ​события A остается неизменной, не зависит от B. Математически, факт статистической независимости событий A и B выражается равенством

​P(A|B) = P(A)                       (1) 

​Отсюда и из формулы умножения вероятностей видно, что вероят​ность пересечения статистически независимых (будем называть их ниже​ просто независимыми) событий равна произведению их вероятностей

​P(AB) = P(A)P(B)                (2)
​Подчеркнем, свойство независимости событий взаимно: если событие A ​не зависит от B, то и B не зависит от A

​P(A|B) = P(A) ( P(B|A) = P(B)

​Формально, чтобы убедиться в независимости случайных событий A ​и B, надо найти вероятности P(A), P(B) и P(AB), подставить их в (2) ​и проверить, выполняется ли равенство. Однако чаще всего независи​мость событий заранее очевидна, и тогда формулой (2) пользуются для ​вычисления вероятности их пересечения.​
Формула умножения вероятностей

Домножив обе части [image: image50.png]P(AB)
P(4|B)= o




на P(B) а [image: image51.png]


на P(A), придем к равенствам

P(AB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A) ; 

выражающим содержание теоремы умножения вероятностей. Согласно ей вероятность произведения двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, при условии, что первое произошло.
Для независимых событий выражение примет вид: P(AB) = P(B)P(A)

2. Многомерные характеристические функции

По определению, характеристической функцией совокупности случайных величин

X={X1,...,Xn} называют функцию векторного аргумента u={u1,...,un}, равную [image: image52.png]o= () = (e (L)




Как и в одномерном случае, n-мерная характеристическая функция (1) обращается, в силу условия нормировки, в единицу при u = 0. Если же положить равными нулю лишь  некоторые компоненты вектора u, то в итоге получим характеристическую функцию меньшей совокупности случайных величин, для которых uk≠0.

Заметим еще, что как и в случае характеристической функции одной случайной величины, моментные функции компонент вектора X можно вычислить дифференцированием совместной характеристической функции. Так корреляцию случайных величин Xk и Xm находят по формуле 

[image: image53.png](XiXm) =

8*0(u)

T dudun




Зная n-мерную характеристическую функцию (1), легко найти характеристическую функцию любой линейной комбинации совокупности, например характеристическую функцию суммы случайных величин

[image: image54.png]aEA





Для этого надо лишь взять компоненты вектора u одинаковыми и равными u:

[image: image55.png]Oy (u) = B(u,...,u)=(exp (mZXk)>.




Если все компоненты случайного вектора X={X1,...,Xn} статистически независимы, среднее в правой части (1), а вместе с ним и n-мерная характеристическая функция Θ(u), распадается на произведение одномерных характеристических функций каждого из слагаемых

[image: image56.png]O(u) = IT Ou(w),





где Θk(u) характеристическая функция случайной величины Xk. В частности, характеристическая функция суммы (3) одинаково распределенных независимых случайных величин равна

[image: image57.png]Oy(w) = ©"(1)




n-й степени характеристической функции слагаемых суммы.


Билет 16

​1. парадокса Бернштейна

Признание “очевидным” независимости некоторого набора случайных событий, например событий A; B и C, как правило апеллирует к “здравому смыслу”. Иногда он дает осечку. Поэтому полезно тщательно анализировать предпосылки вывода о независимости тех или иных случайных событий.

Зачастую, обосновывая независимость случайных событий, ограничиваются проверкой их попарной независимости. То есть, применительно к событиям A; B и C, выясняют, справедливы ли равенства

P(AB) = P(A)P(B) ;

P(BC) = P(B)P(C) ;

 P(AC) = P(A)P(C) : 

Оказывается, одной попарной независимости недостаточно, чтобы три события можно было считать взаимно независимыми. Покажем это на примере парадокса Бернштейна:

Бросим на стол тетраэдр, три грани которого выкрашены, соответственно, в красный, синий и зеленый цвета, а четвертая грань разноцветная, раскрашена всеми тремя цветами. Событие R состоит в том, что тетраэдр упал на грань, содержащий красный цвет. Аналогично определяются события B и G. Согласно схеме шансов, вероятности этих событий равны

[image: image58.png]



поскольку всего шансов 4, по числу граней тетраэдра, а каждому событию благоприятствует две, одноцветная и разноцветная, грани. Аналогично легко найти вероятности пересечения любого из двух перечисленных событий. Так как каждому пересечению благоприятствует одна (разноцветная) грань, то справедливы равенства

[image: image59.png]P(RB) = P(BG) = P(RCG) = §




Из (6), (7) видно, что в данном случае условия попарной независимости событий R, B и G выполнены. Однако нарушено равенство (3). В самом деле, пересечению событий RBG благоприятствует падение тетраэдра на разноцветную грань, а значит

[image: image60.png]



Следовательно, указанные события статистически зависимы.

2. Закон больших чисел в форме Чебышева

неравенство Чебышева

[image: image61.png]P
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 вероятность отклонения произвольной случайной величины X от ее среднего на величину, большую ξ, не превышает ее дисперсии, деленной на ξ2.

Неравенство Чебышева позволяет дать простое и довольно универсальное доказательство Закона Больших Чисел. Сформулируем Закон Больших Чисел в форме теоремы, известной как теорема Чебышева:

Теорема: Если {X1,...,Xn} последовательность взаимно-независимых случайных величин с одинаковыми дисперсиями σ2x <∞ и средними ‹X›, то для любого ξ > 0 справедливо предельное неравенство
[image: image62.png]



Для доказательства введем вспомогательную случайную величину
[image: image63.png]



Очевидно, ее статистическое среднее равно ‹X›. Дисперсия же Y равна сумме дисперсий слагаемых

[image: image64.png]



Таким образом, согласно неравенству Чебышева применительно к случайной величине Y (4), имеем

[image: image65.png]P(Y -
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Напомним, вероятность противоположного событию |Y -‹X›|≥ξ события |Y -‹X›|<ξ равна

[image: image66.png]2
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Заменив Y правой частью равенства (4), в пределе n→∞ получим

[image: image67.png]



Поскольку вероятность любого события не превышает единицы, отсюда

следует утверждение теоремы Чебышева (3).


Билет 17.

1. Вероятность объединения независимых событий.

Пусть события A и B несовместны, тогда вероятность объединения этих событий равна [image: image68.png]P(AUB) =P(4) + P(B)

(AnB=2)

(14)




сумме вероятностей. Это замечательное свойство вероятностей несовместных событий элементарно доказать в рамках схемы шансов:

Пусть событию A благоприятствует a шансов, а событию B – b шансов. Из несовместности событий A и B следует, что эти группы шансов не содержат общих элементов. А значит число шансов, благоприятствующих объединенному событию C=AUB, равно сумме шансов каждого из объединяемых событий (c=a+b). Таким образом, согласно схеме шансов, вероятность объединенного события C равна

[image: image69.png]



В общем случае равенство (14) недоказуемо и его принимают за аксиому. Это так называемая аксиома конечной аддитивности теории вероятностей. Функцию P(A), обладающую свойством (14), называют аддитивной функцией множеств.

2. Условные интегральная функция распределения и плотность вероятностей.

Напомним, условная вероятность P(A|B) произвольных случайных

событий A и B равна

[image: image70.png]P(A|B) =

P(ANB)

P(B)

(14




Отсюда, как частный случай, вытекает определение условных функций распределения. В самом деле, возьмем условную вероятность [image: image71.png]P(X <zly<Y <y+Ay)




того, что в данном испытании случайная величина X будет меньше x, при условии что другая случайная величина Y в том же испытании попадет в интервал [y; y +Δy). Согласно (14) имеем

[image: image72.png]P(X <aly<Y <y+Ay) =

P(X<zn
Ply<Y <u+Ay)




(15)
Знаменатель в правой части этой формулы выражается через интегральную функцию распределения случайной величины Y :

[image: image73.png]Ply=Y <u+Ay) = Fyr(y+Aw) - Br(y)




Аналогично и числитель (15) равен разности совместных интегральных функций

[image: image74.png]P(X <z y<Y <u+Ay)=Flz,u+Ay) - Flz,y).




Подставив правые части последних двух равенств в (15), будем иметь

[image: image75.png]Flz.u+Ay) - Fz.y)

PX <zly<Y<y+ o) =0 R R




Предел этого выражения при Δy → 0 дает условную функцию распределения случайной величины X при условии, что Y = y: [image: image76.png]



Найдем предел правой части, для чего поделим числитель и знаменатель на Δy

[image: image77.png]


Пользуясь тем, что предел частного равен частному пределов, и заметив, что последние равны производным интегральных функций распределения

[image: image78.png]



придем к окончательному выражению для условной интегральной функции распределения случайной величины X

[image: image79.png]F(rly) =
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Найдем условную плотность вероятностей случайной величины X, при условии, что Y равно y. Дифференцируя (16) по x и вспомнив выражение (6) для совместной плотности вероятностей, будем иметь

[image: image80.png]Seteln =128





Обратим внимание, что условная плотность вероятностей f(x|y) зависит от двух переменных x и y. Они имеют принципиально разный смысл. Чтобы подчеркнуть это, x называют аргументом, а y параметром f(xj y). Условная плотность вероятностей, как функция аргумента, подчиняется общим свойствам плотностей вероятностей.


Билет 18

1. Закон распределения дискретных случайных величин

Случайную величину X с ограниченным или счетным числом возможных значений {x1,x2,…,xn,…} называют дискретной. Все ее свойства определяются вероятностями значений

P(X = x1) = p1,   P(X = x2) = p2, ………, P(X = xn) = pn ,………                (1)

Если набор возможных значений случайной величины невелик, сведения о ней сводят в таблицу, первая строка которой включает все значения X, а вторая их вероятности. При этом говорят, что задан закон распределения дискретной случайной величины.
Однако запись распределения случайных величин в виде таблиц неудобна в аналитических расчетах. К ним лучше приспособлены функции распределения. Первой из них обсудим интегральную функцию распределения

[image: image81.png]F(z)=P(X <),




равную вероятности того, что случайная величина X принимает в испытании значение, меньшее наперед заданного x. Отметим принципиальное отличие F(x) от вероятности

P(X < x). Аргументом последней служат случайные события, а аргумент x функции распределения F(x) точка числовой оси (x C R). Это позволяет исследовать свойства F(x) стандартными методами теории функций числового аргумента. Так из (5) видно, что F(x) неубывающая функция x, определенная на всей оси x C (-∞,+∞) и принимающая значения на отрезке [0; 1]. Ее наименьшее значение достигается при x=-∞, а наибольшее при x=+∞:

[image: image82.png]



Типичный график интегральной функции распределения случайного числа бросаний игральной кости до первого выпадения двойки (или любого другого загаданного числа очков) приведен на рис.

[image: image83.png]



Подчеркнем, функция F(x) несет всю информацию о свойствах X. Так с ее помощью нетрудно вычислить вероятность события, которым чаще всего интересуются в приложениях. А именно вероятность попадания случайной величины X в любой наперед заданный интервал [a, b).

Докажем это, для чего обозначим данное событие буквой B (B : a≤X< b), а за A обозначим событие, состоящее в том, что X < a. Эти события несовместны. Следовательно, по аксиоме аддитивности, P(A U B) = P(A) + P(B) :

Отсюда имеем
P(B) = P(a≤X<b) = P(A U B) - P(A) :

Кроме того, по определению интегральной функции распределения (5)

P(A) = P(X < a) = F(a) 

P(A U B) = P(X < b) = F(b) 

Отсюда и из предыдущего равенства получаем

P(a≤X< b) = F(b) - F(a)                                               (9)

Плотность вероятностей

Распределение вещества вдоль материальной прямой x в механике предпочитают описывать не массой слева F(x), а плотностью распределения вещества. В одномерном случае плотность равна

[image: image84.png]



Функцию f(x) называют дифференциальной функцией распределения или плотностью вероятностей величины X. Она еще удобней, чем F(x), при анализе свойств случайных величин. Поэтому, говоря о распределении случайной величины X (без добавления интегральная или дифференциальная) имеют ввиду именно плотность вероятностей f(x).

С помощью плотности вероятностей, формулу (9) записывают в виде

[image: image85.png]Pacx
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В частности отсюда вытекает явное выражение интегральной функции

через плотность вероятностей

[image: image86.png]



2. Понятие корреляции и ковариации случайных величин. 

Пусть X и Y зависимые случайные величины. Типичный для многочисленных приложений вопрос состоит в следующем: Можно ли, по измеренной величине X, предсказать, какое значение в том же испытании примет Y , используя зависимость между ними. К сожалению, обычно не существует детерминированной связи между исследуемыми случайными величинами. Зависимость между ними проявляется статистически и выражается тем, что их совместная плотность вероятностей f(x; y) не распадается на произведение плотностей вероятностей каждой из величин по отдельности. Тем не менее иногда удается подобрать такую детерминированную функцию φ(x), что вспомогательная случайная величина Y’ = φ (X) довольно хорошо прогнозирует искомую величину Y . Выбор подходящей функции φ (x) сильно зависит от конкретных совместных статистических свойств совокупности (X; Y ). Поэтому подробно обсудим здесь лишь возможность линейного прогнозирования, когда искомую случайную величину Y аппроксимируют линейной функцией 

Y’ = aX + b                                                    (1)

выбирая a и b так, чтобы стала минимальной среднеквадратичная ошибка

[image: image87.png]



Прежде всего подставим правую часть равенства (1) в (2) и раскроем полученное среднее

[image: image88.png]2= ((V —aX —b)%) =
= (Y% +a® (X% + b —2a (XY) — 2b(Y) + 2ab (X) .



(3)
Помимо уже известных первых двух моментов случайных величин X и Y , сюда входит статистическое среднее

[image: image89.png]xv)= /71yf(z.y)dzdy




произведения X и Y . Его называют корреляцией случайных величин.
Минимальное значение среднеквадратичной ошибки (2) найдем, решив пару уравнений относительно a и b, вытекающих из условий экстремума функции (3):
[image: image90.png]I
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,где [image: image92.png]



Особого внимания заслуживает числитель выражения для a. Подобно дисперсии, он равен корреляции случайных компонент X и Y

[image: image93.png]



Поэтому, по аналогии с дисперсией (variance), Cov(X; Y ) называют ковариацией (covariance) случайных величин X и Y .

Подставив (5) и (6) в правую часть (3), найдем минимальное значение среднеквадратичной ошибки.
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Ковариационная матрица.

Мы придем к еще одному ключевому понятию теории вероятностей, исследуя дисперсию линейной комбинации случайных величин

[image: image96.png](13)




Здесь и далее {α1,α2,…,αn} набор детерминированных коэффициентов. Дисперсия Y равна среднему квадрату линейной комбинации (13) случайных составляющих Xi: [image: image97.png]op={(Fax)).

14




Пользуясь тем, что среднее суммы равно сумме средних, а также определением ковариации (6), запишем (14) в виде двойной суммы [image: image98.png]



В итоге мы пришли к квадратичной форме коэффициентов {α1,α2,…,αn}. Ее называют положительно определенной, так как она неотрицательна для любых {α1,α2,…,αn}. Коэффициенты квадратичной формы (15) образуют ковариационную матрицу [image: image99.png](16)




матрица симметрична в силу очевидного свойства ее элементов (16) [image: image100.png]iy

T



Вслед за квадратичной формой (15), ковариационную матрицу (16) также называют положительно определенной.

Билет 19

1. Дисперсия суммы независимых случайных величин.

???

2. Совместная плотность вероятностей двумерной гауссовой совокупности.

Найдем плотность вероятностей гауссовой совокупности Ỹ с нулевыми средними и заданной ковариационной матрицей C. Для этого представим Ỹ в виде линейной комбинации

[image: image101.png](21



 статистически независимых гауссовых случайных величин [image: image102.png]



ковариационная матрица которых равна диагональной матрице [image: image103.png]



Приступим к отысканию плотности вероятностей [image: image104.png]


 гауссовой совокупности Ỹ (21).
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Выразим показатель экспоненты в (25) на языке скалярных произведений
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Преобразуем входящее сюда скалярное произведение с помощью [image: image107.png](@ Qx)=(Q"z =)



  и [image: image108.png]


:
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 Таким образом:

[image: image110.png](26)




До сих пор мы считали, для удобства выкладок, что средние значения компонент Ỹ (21) равны нулю. Возьмем теперь самый общий случай

гауссовой совокупности Y = Ỹ + μ, где μ = <Y> вектор средних значений. Из (26) и очевидного равенства 

[image: image111.png]



имеем окончательно

[image: image112.png]




Билет 20

1. Интегральная функция распределения. Ее свойства.

Запись распределения случайных величин в виде таблиц неудобна в аналитических расчетах. К ним лучше приспособлены функции распределения. Первой из них обсудим интегральную функцию распределения

[image: image113.png]F(z)=P(X <),




равную вероятности того, что случайная величина X принимает в испытании значение, меньшее наперед заданного x. Отметим принципиальное отличие F(x) от вероятности

P(X < x). Аргументом последней служат случайные события, а аргумент x функции распределения F(x) точка числовой оси (x C R). Это позволяет исследовать свойства F(x) стандартными методами теории функций числового аргумента. Так из (5) видно, что F(x) неубывающая функция x, определенная на всей оси x C (-∞,+∞) и принимающая значения на отрезке [0; 1]. Ее наименьшее значение достигается при x=-∞, а наибольшее при x=+∞:

[image: image114.png]



Применительно к дискретным случайным величинам, F(x) представляет собой кусочно-постоянную функцию

[image: image115.png]F(z) =Y pb(z - z),
T
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терпящую скачки в точках разрешенных значений xk случайной величины X. При этом величина скачков равна вероятностям разрешенных значений pk. В (7) использована единичная функция

[image: image116.png]



Типичный график интегральной функции распределения случайного числа бросаний игральной кости до первого выпадения двойки (или любого другого загаданного числа очков) приведен на рис.

[image: image117.png]



Подчеркнем, функция F(x) несет всю информацию о свойствах X. Так с ее помощью нетрудно вычислить вероятность события, которым чаще всего интересуются в приложениях. А именно вероятность попадания случайной величины X в любой наперед заданный интервал [a, b).

Докажем это, для чего обозначим данное событие буквой B (B : a≤X< b), а за A обозначим событие, состоящее в том, что X < a. Эти события несовместны. Следовательно, по аксиоме аддитивности, P(A U B) = P(A) + P(B) :

Отсюда имеем
P(B) = P(a≤X<b) = P(A U B) - P(A) :

Кроме того, по определению интегральной функции распределения (5)

P(A) = P(X < a) = F(a) 

P(A U B) = P(X < b) = F(b) 

Отсюда и из предыдущего равенства получаем

P(a≤X< b) = F(b) - F(a)

Центральная предельная теорема

Аппарат характеристических функций и обсужденное выше аддитивное свойство кумулянтов суммы независимых величин позволяет довольно легко убедиться в справедливости главной теоремы теории вероятностей, так называемой Центральной Предельной Теоремы (ЦПТ), находящей многочисленные применения не только в физике, а пожалуй всюду, где наблюдаются случайные явления.

Центральная предельная теорема оперирует с суммами большого числа случайных величин

[image: image118.png]



Чтобы не утонуть в несущественных технических деталях, будем считать {X1,X2,……,Xn} независимыми и одинаково распределенными. Кроме того, положим для простоты, что ограничены все моменты, а вместе с ними и кумулянты слагаемых.

Прежде чем формулировать Центральную Предельную Теорему, укажем ее отношение к другому универсальному закону теории вероятностей – Закону Больших Чисел. Последний утверждает, что арифметическое среднее суммы независимых случайных величин [image: image119.png]1
(X X+ 4 X)



становится с ростом n все менее случайным. Точнее, если дисперсии слагаемых в (17) равны σ2x, то стандарт суммы (17), характеризующий отклонение от статистического среднего, стремится к нулю как

[image: image120.png]=/n
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Для многих приложений, однако, отклонения арифметического от статистического среднего принципиальны, и важно знать их вероятностные свойства. Грубый Закон Больших Чисел не дает ответа на этот вопрос. Зато на него отвечает более тонкая Центральная Предельная Теорема. Поскольку ЦПТ описывает отклонения от среднего, исключим из суммы (16) статистические средние слагаемых и будем интересоваться плотностью вероятностей суммы случайных компонент:
[image: image121.png](18)
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CyMMUpOBATIe 356k HAMHIACTCA € T = 2, TIOCKOTIBKY M 3apaliee HCKTio-
UL MepELL KYMYTAIT, Tepeli K CYMMNPOBANIII €Ty IAIALX KoMIONeIT
. Eme pas nepemnimen O, (1), BAeTE mepuat coMROAITETE:

Buu)

) 3
Exp( 5 u) Exp( AR ik ) (20)

Oreioza piAHo, W0 MpH M0GOM 3afamiion [u] < o0 Npe el XapaKTepHETIe-
exolf hy K HOpMEpOBATION 1A /7 cyMME cay afibx Koynonent (18)
pasen

Jlim, ©,(0) = ©1s() = exp (1)

XapaKTepHCTINecKoll y KU rayceosoll c1ytaioll pemrH. A navie
i mioTHOCTS PeposTHOCTel cyMM (1) CXOWTCH, Ipi 1 — 00, K rayceomoll
moTHOCTH BepostTHOCTel

©2)

o yTpepienite 1 cocrannzer coneprarme enpamsioi Tipezembroi Teo-
peMbL





Билет 21

1. Плотность вероятностей непрерывной случайной величины. Ее свойства.
Распределение вещества вдоль материальной прямой x в механике предпочитают описывать не массой слева F(x), а плотностью распределения вещества. В одномерном случае плотность равна

[image: image123.png]



Функцию f(x) называют дифференциальной функцией распределения или плотностью вероятностей величины X. Она еще удобней, чем F(x), при анализе свойств случайных величин. Поэтому, говоря о распределении случайной величины X (без добавления интегральная или дифференциальная) имеют ввиду именно плотность вероятностей f(x).

С помощью плотности вероятностей, формулу (9) записывают в виде

[image: image124.png]Pacx
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В частности отсюда вытекает явное выражение интегральной функции

через плотность вероятностей

[image: image125.png]



Перечислим общие свойства плотностей вероятностей. Устремив в (12) x →∞, придем к условию нормировки, выраженному на языке плотности вероятностей
[image: image126.png]/[(1)111: 1.




Второе общее свойство плотности вероятностей состоит в том, что f(x), как и любая плотность, неотрицательна: f(x)≥0
Дифференцируя обе части равенства [image: image127.png]Xk:p»ﬂ(z -2



( F(x) для дискретных случайных величин) по x и вспомнив, что производная единичной функции равна дельта-функции: [image: image128.png]


 найдем плотность вероятностей дискретной случайной величины

[image: image129.png]HOED I ICEE N
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Обратим внимание, что подобно плотности вещества, плотность вероятностей имеет размерность. Это полезно иметь ввиду, особенно в инженерных приложениях. Напомним, размерность одномерной плотности вещества равна размерности вещества, деленной на размерность длины. Так как вероятностная масса безразмерна, плотность вероятностей имеет размерность, обратную размерности аргумента [f(x)] = [x]-1.

Здесь квадратные скобки символизируют размерность заключенных в них величин. К примеру плотность вероятностей случайного напряжения имеет размерность единица на Вольт

2. Характеристическая функция двумерной гауссовой совокупности.

Найдем характеристическую функцию n-мерной гауссовой совокупности Y с заданными средними <Y> = μ и ковариационной матрицей C. Для этого введем вспомогательную гауссову величину Z = (u∙Y ), где u произвольный детерминированный n-мерный вектор. Искомая характеристическая функция равна

[image: image130.png]Oy(u) = (¢®¥)




С другой стороны, в силу гауссовости Z, имеем [image: image131.png](e7) = elwn) o
xp (~4D[Z])




Подставив сюда, [image: image132.png]


 получим окончательно

[image: image133.png]



В частности, двумерная характеристическая функция

[image: image134.png]O(u,v) = (XY
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В типичном для приложений случае нулевых средних и одинаковых дис-

персий, (55) принимает особенно простой вид

[image: image136.png]O(u,v) = exp (@ + v* + 2puv)







