Билет № 24.

1. Моменты и центральные моменты.

Моментом n-го порядка называют среднее степенной функции Xn (n 2 N): [image: image1.png]fn
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 По этой терминологии математическое ожидание есть момент первого порядка. Кроме него обычно измеряют средний квадрат случайной величины[image: image2.png]pa= (X% = [ 22 s(ayas.




Но пожалуй наиболее информативным средним, помимо математического ожидания, является дисперсия случайной величины X. Так называют средний квадрат ее случайной составляющей (8): [image: image3.wmf]
Если математическое ожидание есть постоянная составляющая X, то дисперсия служит количественной мерой случайности – разброса значений X вокруг ее среднего. В частности для детерминированной величины, совпадающей со своим средним, дисперсия равна нулю.

Выразим дисперсию произвольной случайной величины X через ее

первые два момента. Для этого раскроем квадратные скобки под знаком

среднего в (19) и используем свойства (10), (10a) статистических средних:

[image: image4.png](a2 —2(X) X + (x)
)X+ (X)) = (X2) —2(X) (X) + (X)* .




или [image: image5.wmf]
Таким образом, дисперсия случайной величины равна ее среднему квадрату минус квадрат среднего. Из последнего равенства получаем [image: image6.wmf] (т.к. дисперсия равна среднему квадрата X, неотрицательного в любых испытаниях и равна нулю лишь для постоянных величин).

Среднеквадратичное отклонение случайной величины от ее среднего:

[image: image7.wmf]. Его еще называют стандартным отклонением, или просто стандартом случайной величины X.

Если нас интересуют свойства лишь случайной компоненты X, разумно вычислять центральные моменты случайной величины X. По определению они равны [image: image8.wmf]
В частности 1-й центральный момент всегда равен нулю, а второй сов-

падает с дисперсией случайной величины.

2. Билет №2 – 2.

Билет № 23.

1. Плотность вероятности и статистические средние функции случайных величин.

В одномерном случае плотность равна [image: image9.wmf] Функцию f(x) называют дифференциальной функцией распределения или плотностью вероятностей величины X. 

С помощью плотности вероятностей можно записать: [image: image10.png]b
P(a§X<b):/f(z)da:.




В частности отсюда вытекает явное выражение интегральной функции через плотность вероятностей [image: image11.png]Fl(z) :7/ () du.




Перечислим общие свойства плотностей вероятностей. Устремив  x (1, придем к условию нормировки, выраженному на языке плотности вероятностей [image: image12.wmf]
Второе общее свойство плотности вероятностей состоит в том, что f(x), как и любая плотность, неотрицательна: [image: image13.wmf]
Найдем плотность вероятностей дискретной случайной величины [image: image14.wmf]
Оно также имеет наглядную механическую интерпретацию. Образно го-

воря, это сингулярная плотность набора бусинок (материальных точек)

массами p1; p2; : : : pn; : : : , нанизанных на ось x.

Пусть X дискретная величина. Тогда Y = g(X) также дискретная величина со значениями y1 = g(x1); y2 = g(x2);…;yn = g(xn); реализующимися с вероятностями p1; p2… значений аргумента функции Y = g(X). Следовательно, среднее Y равно [image: image15.png]



Заменив сумму интегралом, получим общую формулу среднего от функции случайной величины [image: image16.wmf]
2. Понятие гаусовой совокупности случайных величин.

Прежде чем дать определение гауссовой совокупности, сделаем важное замечание. Возьмем две последовательности независимых величин {X1,…,Xn}  и {Y1,…,Yn}. Из ЦПТ следует, что если суммы [image: image17.png]n n
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сходятся к гауссовым величинам X и Y , то и сумма  [image: image18.wmf] сходится при n(( к гауссовой величине Z = aX + bY . Иными словами, вместе с элементами совокупности {X;Y}, гауссовой будет любая их линейная комбинация. Это, вытекающее из ЦПТ, свойство инвариантности относительно линейных преобразований берут за определение гауссовых совокупностей. В общем случае набор случайных величин

{Z1,…,Zn}  называют гауссовой совокупностью, если любая их линейная комбинация

[image: image19.wmf]имеет гауссово распределение.

Билет №22.

1.Понятие математического ожидания (статистического среднего) случайной величины. Среднее суммы случайных величин.

Главной числовой характеристикой случайной величины является ма-

тематическое ожидание. Обсудим иллюстрирующую его житейскую ситуацию. Пусть Xi выручка таксиста в i-й день. Доходность бизнеса таксиста определяется средней выручкой [image: image20.wmf]
где N количество дней, по которым находят среднее. Вычислим предел арифметического среднего при безграничном увеличении N, полагая что выручка не испытывает сезонных колебаний. В таком случае Xi есть исход i-го независимого испытания дискретной случайной величины X. Для подсчета суммы перегруппируем слагаемые. Пусть {x1 < x2 < x3…xk…} возможные значения X. Тогда [image: image21.wmf]. Здесь Mk число испытаний из полного числа N, в которых случайная величина приняла значение xk. В силу свойства статистической устойчивости, каждая дробь под знаком суммы имеет предел [image: image22.wmf], где pk вероятность, что случайная величина X примет значение xk. А значит предел арифметического среднего равен [image: image23.wmf].

Выражение справа и есть математическое ожидание случайной величины X. Его еще называют средним. Еще обозначают [image: image24.wmf]
Здесь E первая буква фразы “Expected value of X”. В инженерных приложениях среднее значение часто символизируют угловыми кобками: 
[image: image25.wmf]
2.Неравенство Чебышева.

Между дисперсией случайной величины и ее плотностью вероятно-

стей имеется важная связь, выраженная неравенством Чебышева [image: image26.wmf]
Докажем его, считая X непрерывной случайной величиной с интегрируемой в обычном смысле плотностью вероятностей f(x). Заметим однако, что доказательство легко обобщить на произвольный случай, лишь бы средний квадрат X был ограничен: [image: image27.png](X*) <




[image: image28.png]



По определению, средний квадрат случайной величины равен

[image: image29.wmf].
Разобьем ось интегрирования на интервал |x|<( и области, где |x|((:[image: image30.png]<‘ )= ’
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 Заметим далее, что из неотрицательности f(x) и x2 следует, что [image: image31.png]£
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, а значит [image: image32.wmf]
В свою очередь оставшийся интеграл удовлетворяет неравенству

[image: image33.wmf]
, поскольку при |x|(( и x2((2 (см. рис). Таким образом, мы пришли к неравенству [image: image34.wmf]. 
Обратим внимание на вероятностный смысл оставшегося интеграла: [image: image35.wmf]. Он равен вероятности, что модуль X больше или равен (. Следовательно, предыдущее неравенство эквивалентно неравенству Чебышева. В теории вероятностей широко используют неравенство Чебышева в иной форме. А именно, от X переходят к случайной компоненте [image: image36.wmf] x - <X>. Средний квадрат последней равен дисперсии X, а значит неравенство Чебышева можно переписать в виде [image: image37.wmf]
Следовательно: вероятность отклонения произвольной случайной ве-

личины X от ее среднего на величину, большую (, не превышает ее

дисперсии, деленной на (2.


