БИЛЕТ №7.

1) Как уже неоднократно упоминалось, схема шансов буксует при решении многих вероятностных задач. Убедимся в этом на примере посредственного стрелка: Он никогда не промахивается, но с равной возможностью попадает в любую точку мишени. Пусть на мишени радиуса R нарисованы концентрические окружности, радиусами R/3 и 2R/3, делящие мишень на три части. Надо найти вероятность того, что стрелок попадет в центральную часть мишени. 

Полную группу шансов ω в данном случае образуют все точки мишени. Шансы же, благоприятствующие событию A, составляют точки центрального круга. Число и тех и других бессчетное, поэтому здесь нельзя напрямую применить формулу (3). Положение спасает тот факт, что надо знать не сами количества точек, а лишь их отношение. Последнее можно найти, измеряя количество точек некоторой области A более подходящей в данном случае мерой - площадью области. В итоге удается определить вероятность интересующего события по формуле 
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В исследуемой задаче площади мишени и центрального круга равны 
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Следовательно, искомая вероятность такова 
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На формулы типа (1) опирается геометрический метод исчисления вероятностей. Чтобы применить его, стараются сопоставить пространству элементарных событий ω некую область, точки которой изобража- ют элементарные исходы испытания, а интересующему событию A подобласть пространства ω (AЄω). При этом вероятность события вычисляют как отношение мер областей события и пространства элементарных событий (их длин, площадей, объемов и так далее). 
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Формулировка задачи Бюффона такова: Тонкую иглу длины 2l бросают на плоскость, разграфленную параллельными прямыми, отстоящими на расстоянии 2a (l < a, чтобы игла могла пересечь не более одной прямой). Найти вероятность того, что игла пересечет какую-либо прямую. 

Решим задачу геометрическим методом, для чего введем два параметра, характеризующие положение иглы на плоскости. За X обозначим расстояние от центра иглы до ближайшей прямой, а за Ф - угол между прямыми и иглой, отсчитанный от ближайшей прямой в сторону центра иглы. Очевидно, координаты X и Ф полностью определяют взаимное расположение иглы и ближайшей прямой. Изобразим пространство элементарных событий прямоугольником 
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на вспомогательной плоскости с декартовыми координатами. С другой стороны для пересечения иглы с ближайшей прямой необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство 
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то есть чтобы точка с координатами (X; Ф) попала в заштрихованную область A, расположенную под графиком синусоиды x = l sin φ. Следовательно, согласно формуле (29), вероятность, что игла пересечет прямую, равна площади фигуры A, деленной на площадь прямоугольника 
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Ответ, к которому мы пришли, решая задачу Бюффона, содержит в зародыше идею важного численного метода решения математических, физических, инженерных и экономических задач, завоевавшего, почти через двести лет после Бюффона, всеобщее признание. Укажем эту идею, для чего напомним, что согласно статистическому определению, вероятность события A, что игла пересечет прямую, можно оценить по формуле 
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где N число бросаний иглы на разлинованную плоскость, а M количество бросаний, при которых игла пересекает прямую. Заменив в (2) P на M/N, после несложных выкладок придем к приближенной формуле 
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Она выражает тот удивительный факт, что число π, равное отношению длины окружности к ее диаметру, и казалось бы не имеющее ничего общего со статистическими испытаниями, можно приближенно вычислить, подсчитывая число пересечений прямых иглой, при многократном бросании последней на разлинованную плоскость.

2) Пусть X и Y зависимые случайные величины. Типичный для многочисленных приложений вопрос состоит в следующем: Можно ли, по измеренной величине X, предсказать, какое значение в том же испытании примет Y , используя зависимость между ними. К сожалению, обычно не существует детерминированной связи между исследуемыми случайными величинами. Зависимость между ними проявляется статистически и выражается тем, что их совместная плотность вероятностей f(x; y) не распадается на произведение плотностей вероятностей каждой из величин по отдельности. Тем не менее иногда удается подобрать такую детерминированную функцию φ(x), что вспомогательная случайная величина Y’= φ(X) довольно хорошо прогнозирует искомую величину Y . Выбор подходящей функции φ(x) сильно зависит от конкретных совместных статистических свойств совокупности (X; Y ). Поэтому подробно обсудим здесь лишь возможность линейного прогнозирования, когда искомую случайную величину Y аппроксимируют линейной функцией 
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выбирая a и b так, чтобы стала минимальной среднеквадратичная ошибка 
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Возникающие при решении задачи линейного прогнозирования важные понятия теории совокупностей случайных величин обсуждаются ниже. 

Прежде всего подставим правую часть равенства (1) в (2) и раскроем полученное среднее 
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Помимо уже известных первых двух моментов случайных величин X и Y , сюда входит статистическое среднее 
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произведения X и Y . Его называют корреляцией случайных величин. 

Минимальное значение среднеквадратичной ошибки (2) найдем, решив пару уравнений относительно a и b, вытекающих из условий экстремума функции (3): 
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Отсюда имеем: 
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Здесь использовано уже знакомое обозначение дисперсии X 
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 Особого внимания заслуживает числитель выражения для a. Подобно дисперсии, он равен корреляции случайных компонент X и Y 
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Поэтому, по аналогии с дисперсией (variance), Cov(X; Y ) называют ковариацией (covariance) случайных величин X и Y. 
Подставив (5) и (6) в правую часть (3), найдем минимальное значение среднеквадратичной ошибки. 
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Сюда входит безразмерная величина 
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называемая коэффициентом корреляции X и Y . Из неотрицательности ε2 следует, что коэффициент корреляции лежит в пределах 
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Из (7) видно также, что чем больше по абсолютной величине коэффициент корреляции, тем меньше, при фиксированных σx и σy, ошибка линейного прогнозирования (1). Таким образом, коэффициент корреляции количественно выражает степень линейной зависимости величин X и Y . При p = 0 она пропадает вовсе, а |p| = 1 означает, что между X и Y имеется детерминированная линейная зависимость. 
Добавим еще, что если p = 0, то случайные величины X и Y называют некоррелированными. В противном случае они являются коррелированными величинами. Очевидно, статистически независимые случайные величины заодно и некоррелированны. Обратное вообще говоря не верно. 
Подставив (5) в (1) и учитывая определение коэффициента корреляции (8), запишем уравнение оптимального линейного прогнозирования в окончательной форме, наглядно выражающей его суть: 
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Первое слагаемое справа представляет собой как бы «нулевую итерацию» линейного прогнозирования, согласно которой прогнозируемое значение Y’ принимается равным среднему оцениваемой случайной величины Y . Второй член корректирует нулевую итерацию с учетом корреляции между X (с волной) и Y(с волной). Прямую, заданную уравнением (10), называют линией регрессии Y на X.   

БИЛЕТ №8.

1) Безотносительно к вычислению вероятностей различных событий, гео- метрическая трактовка последних помогает зримо представить многие свойства как самих случайных событий, так и их вероятностей. Создадим геометрический образ события и его вероятности, взяв квадрат единичной стороны и вообразив, что кто-то беспорядочно колет его иглой, с равной возможностью попадая в любую точку квадрата (и только в него). Пусть случайное событие состоит в том, что острие иглы вонзается внутрь некоторой области A, закрашенной на рисунке. Из равной возможности попадания иглой в любую точку квадрата следует, что вероятность реализации указанного события в испытании (одиночном уколе квадрата) равна площади данной области 
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 Подобные ассоциации между событиями и областями на плоскости, а также вероятностями и площадями областей, облегчают восприятие многих нетривиальных фактов теории вероятностей. Картинки, иллюстрирующие отношения между событиями и их вероятностями, называют диаграммами Венна. В дальнейшем мы будем не раз подкреплять ими выводы тех или иных вероятностных законов. 
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2) Как и для одной случайной величины, статистические свойства совокупности {X1; : : : ;Xn} полностью определяются совместной n-мерной интегральной функцией распределения 
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равной вероятности пересечения событий, состоящих в том, что первая случайная величина X1 меньше x1, вторая x2 и наконец последняя меньше xn. Зачастую достаточно знать вероятностные свойства всего двух случайных величин X и Y . Вся информация о них содержится в интегральной функции распределения 
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равной вероятности пересечения событий X < x и Y < y 
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Выразим через F(x; y) вероятность, что в одном и том же испытании случайные величины X Y попадают в интервалы X [x;x+∆x), Y [y;y+∆y). Для этого введем три случайных события
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Они изображены на рисунке. Очевидно, искомая вероятность равна вероятности события A, а вероятности событий B, C и их пересечения BC напрямую связаны с F(x; y) (2): 
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Найдём вероятность объединения перечисленных событий. Из рисунка видно, что она равна
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С другой стороны, по аксиоме сложения вероятностей, с учетом несовместности событий A и B
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Далее, согласно теореме сложения вероятностей, 
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Следовательно 
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или 
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Выразив вероятности в правой части равенства через функции распределения (3), (4), придем к искомой формуле 
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БИЛЕТ №9.

1) Портреты случайных событий наглядно иллюстрируют доказательство одной из ключевых теорем теории вероятностей: так называемой теоремы сложения. Для этого изобразим пару произвольных случайных событий A и B, а также их разбиение на три несовместных события A ∩ B*, A ∩ B и A* ∩ B. Для доказательства теоремы сложения достаточно оперировать лишь двумя из них: A ∩ B и A* ∩ B. 
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Из рисунков видно, что справедливы равенства теории множеств 
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Поскольку их правые части представляют собой объединения несовместных событий, то из аксиомы аддитивности вытекают соответствующие равенства для вероятностей 
[image: image40.png]P(A P(A)+P(BA),  P(B)=P(BOA)+P(BA)





Исключив отсюда[image: image41.png]


, придем к равенству, математически выражающему содержание теоремы сложения 
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Таким образом вероятность объединения двух событий равна сумме их вероятностей, минус вероятность пересечения этих событий. 
На практике, при вычислении вероятности объединения событий часто опираются на формулу, вытекающую из закона де Моргана: 
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Из равенства (идентичности) событий (8) следует равенство их вероятностей 
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Легко понять, что событие, противоположное событию (8), есть объединение событий {A1; : : :An}. Поэтому имеем формулу 
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выражающую вероятность объединения событий через вероятность пересечения противоположных событий. В частности, для случая двух событий отсюда следует эквивалентное (7) соотношение 
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2) Найденная вероятность попадания в прямоугольник 
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позволяет естественным образом определить совместную плотность вероятностей совокупности двух случайных величин. Действительно, плотность «вероятностной массы» на плоскости (X; Y ), как и плотность любого вещества, равна пределу при ∆x→0, ∆y→0, вероятности попадания (X;Y) в прямоугольник A, деленной на его площадь ∆x∆y: 
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Из математического анализа известно, что этот предел равен второй сме- шанной производной F(x; y) по x и y. Следовательно, совместная плот- ность вероятностей случайных величин {X; Y} равна 
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Ее еще называют двумерной плотностью вероятностей. 
Статистические средние 
Выразим интегральную функцию распределения совокупности {X; Y} на языке средних по ансамблю. F(x; y) равна среднему от произведения единичных функций 
[image: image50.png]Fa,y) = (0(x

X)oy - Y)) .

(7)




Дифференцируя обе части равенства по x и y, а затем поменяв порядок дифференцирования и статистического усреднения, получим среднее по ансамблю, равное двумерной плотности вероятностей 
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Очевидное обобщение этого соотношения на совокупность n случайных величин {X1; X2; : : :Xn} дает их n-мерную плотность вероятностей 
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Запись функций распределения с помощью статистических средних удобна для вывода многих важных свойств совокупностей случайных величин. Найдем, к примеру, как выражается с помощью плотности вероятностей среднее по ансамблю функции g(X1;X2; : : : ;Xn). Согласно выкалывающему свойству дельта-функции 
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Усреднив это равенство по ансамблю {X1; X2; : : :Xn} и поменяв местами операции интегрирования и статистического усреднения, будем иметь 
[image: image54.png]G0 X. ) =

[ ot ([ o) -





В частности, среднее от функции двух случайных величин равно 
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Замечание: Формулы (10), (11) демонстрируют главное преимущество плотностей вероятностей перед интегральными функциями распре- деления: Зная плотность вероятностей, можно найти среднее любой функции случайных величин, вычисляя упомянутые интегралы.  

БИЛЕТ №10.

1) Формула условной вероятности примет вид 
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В общем случае это соотношение служит определением условной вероятности. Им с успехом пользуются и тогда, когда схема шансов заведомо неприменима. 

Поскольку все равно, какое из событий брать за A, а какое за B, наряду с (3) справедлива формула 
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Укажем несколько частных следствий определения условной вероятности. Так если A Є B (все элементы множества A заодно принадлежат и множеству B), то AB = A и условная вероятность удовлетворяет неравенству 
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Если, напротив, B Є A, то AB = B и условная вероятность оказывается равной единице 
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Если же события A и B несовместны, то AB = θ, а условная вероятность равна нулю 
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Подчас свойство условных вероятностей (6) формулируют проще: Если P(AB) = 0, то P(A/B) = 0. Однако такое упрощение может обернуться грубыми ошибками. Дело в том, что в указанной формулировке упускают из вида принципиальное отличие невозможного события (AB = θ) от событий, реализующихся с нулевой вероятностью (P(AB) = 0). А мы уже знаем, что если невозможное событие не происходит никогда, то события с нулевой вероятностью реализуются сплошь и рядом. Поэтому может случиться так, что P(AB) = 0 и P(B) = 0, а условная вероятность P(A/B) ≠0. Убедимся в этом, вернувшись к задаче Бюффона. Вычислим условную вероятность пересечения иглы и прямой (событие A) при условии, что игла упала под углом φ к прямым (событие B). Геометрическим образом пересечения указанных событий служит вертикальный отрезок, изображенный на рисунке. Его площадь равна нулю. Следовательно, P(AB) = 0. С другой стороны, если игла действительно упала под углом φ, то в качестве нового пространства элементарных событий надо брать совокупность точек отрезка, а вероятность попадания в интервал на нем вычислять как от- ношение длины интервала к длине отрезка. Подсчитав таким способом искомую условную вероятность, получим: 
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Здесь B заменено на параметр φ, явно выражающий суть условия. 
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