БИЛЕТ №1.​
1)Неопределенность исхода опыта, при соблюдении основных условий его проведения, наблюдается для очень широкого круга явлений. Так, подбрасывая монету или игральный кубик, мы не можем заранее угадать исход. Различны значения тока, протекающего в одних и техже условиях через электрическую цепь. Все это происходит потому, что влияние множества разнообразных неконтролируемых факторов, каждый из которых в отдельности может быть и мало влияет на результат опыта, в сумме приводит к непредсказуемому исходу. Подобные явления, исход которых не удается по разным причинам предсказать заранее, называют случайными. Систематическим изучением подобных явлений и занимаются теория вероятностей и математическая статистика. Читателю уже ясно, что истоком случайных явлений служат неконтролируемые факторы, влияющие на поведение изучаемого явления, и в конечном итоге приводящие к непредсказуемому заранее Ц случайному Ц исходу. С другой стороны, имеется набор условий, которые удается довольно точно контролировать, такие как направление ружья и началь-​ная скорость пули. Наблюдения, проводимые при некотором комплексе​ контролируемых условий, который удается многократно воссоздать, называют в теории вероятностей статистическим испытанием (опытом, ​экспериментом). Всякий исход опыта при неизменных контролируемых​ условиях называют случайным событием или просто событием.​ К хорошо известным в повседневной жизни случайным событиям от​носятся: выпадение герба на монете, трех очков при бросании кубика, ​и иные самые разнообразные события, список которых читатель легко ​может пополнить сам.​ Подчеркнем, что понятия испытание и событие в теории вероятно​стей так же фундаментальны, как понятие множества в математическом​ анализе, точки и прямой в геометрии.​ В дальнейшем условимся обозначать случайные события большими латинскими буквами A; B; C; D и так далее. Оговоримся однако, что ​некоторые из них зарезервированы за ключевыми понятиями теории вероятностей. Прежде всего это относится к букве P, которой принято обо​значать вероятность случайного события. Происхождение обозначении очевидно: ​это первая буква слова Probability. Заметим еще, что случайные события, особенно в инженерных при​ложениях, как правило выражают случайными величинами. Сюда отно​сятся уже упомянутые случайная величина тока, сила порывов ветра, механические напряжения в конструкциях зданий и многие, многие другие. ​Более того, при количественном описании статистических закономерно​стей самых разнообразных случайных событий, стараются сопоставить ​им те или иные случайные величины. Последние принято обозначать​ большими латинскими буквами, привычно ассоциирующимися с математическими переменными. Например, буквами X; Y; Z, а также N и ​M для целочисленных случайных величин.​
2) Помимо функций распределения, для анализа свойств случайных ве​личин привлекают характеристическую функцию. Мы придем к ней, положив в (12) g(x) = еiux, где i мнимая единица:
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​Впоследствии обнаружатся многие замечательные свойства θ(u), дела​ющие ее ценным инструментом исследования случайных величин. Здесь​ же заметим, что θ(u) сохраняет полную информацию о плотности вероятностей f(x). В самом деле, правая часть равенства (28) есть интеграл​ Фурье от плотности вероятностей. Следовательно, зная характеристическую функцию случайной величины X, можно восстановить ее плот​ность вероятностей обратным преобразованием Фурье
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​Одно из полезных свойств θ(u) состоит в том, что моменты случайной величины можно вычислить не интегрированием, а дифференцированием характеристической функции. Это ​важно, так как дифференцирование проще операции интегрирования. ​Дифференцируя обе части равенства (28) n раз по u, будем иметь
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​Положив затем u = 0, после тривиальных выкладок получим
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​Иначе говоря, моменты случайной величины X определяют разложение ​ее характеристической функции в ряд Тейлора​
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Дифференцированием удается вычислить и центральные моменты X. ​Покажем это, заметив, что характеристическая функция случайной компоненты X равна
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​Поскольку постоянный множитель выносится за знак среднего, то
[image: image7.png]& iu(X) 2
S(u) = B(u) e (32)




​Отсюда, по аналогии с (31), имеем:​
[image: image8.png]- %;T (B

b L d"O(u)
T e

(33)

w0





БИЛЕТ №2.

1)Физическим примером такого рода может служить явление​ радиоактивного распада. Как известно, атом радиоактивного химического элемента, например, радия, рано или поздно распадается на ядра​ более легких элементов. Но, наблюдая за отдельным атомом в течение​ заданного промежутка времени длительностью t, невозможно заранее с ​полной достоверностью предсказать, распадется или нет атом по проше​ствии данного времени. 

​Тем не менее, множество встречающихся в инженерной практике слу​чайных явлений обладает замечательным свойством статистической​ устойчивости. Поясним его на элементарном примере 

.​Пример: Сопоставим со случайным явлением A некоторую случайную​ величину X - так называемый индикатор случайного явления. Применительно к атому радиоактивного элемента будем считать ее равной единице, если атом распался за время наблюдения t, и нулем в противном ​случае. Из сказанного выше ясно, что невозможно заранее предсказать ​в каждом отдельном наблюдении, какое значение примет величина X. ​Однако если произвести большое число измерений (в нашем случае наблюдения за распадом N>>1 атомов за данный промежуток времени t), измерить среднее арифметическое данных всех наблюдений​ 
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​а затем вновь провести серию из N наблюдений и найти новое среднее​X0​N, то обнаружится, что различие между XN и X0​N оказывается довольно малым. Более того, при увеличении числа N наблюдений в разных ​сериях, различие между XN и X0​N становится все меньше и меньше, и ​стремится к нулю при безграничном увеличении числа наблюдений. 
​Именно в силу статистической устойчивости случайного явления радиоактивного распада, физики оперируют вполне определенным понятием - периода полураспада - относящимся к радиоактивному образцу,​ состоящему из громадного числа атомов радиоактивного вещества. 

​Указанное свойство исчезновения различия между средними, полу​ченными в разных сериях из многих испытаний, и называют статисти​ческой устойчивостью. Это свойство присуще многим, встречающимся в ​инженерной практике, случайным явлениям и процессам. ​Свойство статистической устойчивости случайных явлений и вели​чин позволяет построить для них теорию, предсказывающую результа​ты многократно воспроизводимых, при неизменных условиях, испыта​ний. Только объектом предсказания теории здесь являются не индиви​дуальные значения сопутствующих тем или иным случайным явлениям​ случайных величин, а их различные средние, определенные на совокуп​ности большого числа испытаний. В итоге, как и обычная физическая​ теория, теория вероятностей оперирует со вполне определенными, детер​минированными, экспериментально измеримыми величинами: средними, ​вероятностными распределениями, корреляционными функциями и т.д.
2) Укажем общие свойства характеристической функции. Прежде всего,​ из условия нормировки плотности вероятностей f(x) и из определения ​характеристической функции (29) следует, что 
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​Кроме того из интегрального неравенства ​вытекает, что​ 
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Условия (42), (43) необходимы, но недостаточны для того, чтобы г(u)​была характеристической функцией некоторой случайной величины X.​Для этого θ(u) должна быть еще положительно определенной, то есть,​ чтобы ее обратное преобразование Фурье (30) было неотрицательно
Порой теоретики моделируют характеристическую функцию случай​ной величины X некоторой функцией θ(u). Выводы теории имеют веро​ятностный смысл лишь, если θ(u) обладает перечисленными свойствами.​ Труднее всего проверить наличие положительной определенности. Од​нако если она нарушена, это как правило легко показать, и исключить​ негодную функцию θ(u) из рассмотрения. Действенным критерием отсева ложных характеристических функций служит проверка значения ​ее второй производной в нуле. Для характеристических функций слу​чайных величин это значение должно быть строго положительным
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так как, согласно (31), γ равна среднему квадрату, положительному для ​случайных величин

БИЛЕТ №3.

1) Будем пока бросать одну игральную кость. Пусть нас интересует вероятность выпадения, при ее бросании, наибольшего числа очков k = 6, но нет времени оценить вероятность статистическим методом, многократно подбрасывая кость. Разрешить проблему помогает мысленный анализ возможных исходов испытаний (бросаний кости). Ясно, что имеется множество ώ, состоящее из шести событий Ц всевозможных вариантов падения кости 
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где событие ώk состоит в том, что при бросании кости выпало k очков. Это так называемые элементарные события, которые только и могут произойти с игральной костью. Поскольку кость никогда не встает на ребро или вершину, перечисленные события называют полной группой элементарных событий, отвечающих испытанию (бросанию кости). 
Если кость симметрична, то указанные события (1) могут произойти в любом испытании с равной возможностью, а значит события (1) равновозможны. Кроме того, все они взаимо исключают друг друга: Если в испытании произошло одно из событий (1), то заведомо не реализуются остальные. По этим причинам события (1) называют несовместными. Таким образом, множество событий (1) образует полную группу равновозможных несовместных элементарных событий. 
Если, при анализе возможных исходов какого-либо испытания, удается выделить подобную полную группу равновозможных несовместных элементарных событий, то каждое из них называют кратко: шансом. Пусть число шансов, отвечающих некоторому испытанию, равно n. Интуитивно ясно, что в длинной серии N испытаний каждый из шансов реализуется примерно одинаковое число M=N/n раз. А если так, то вероятность любого шанса естественно вычислять с помощью простой формулы 
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До сих пор мы обсуждали лишь элементарные события. На практике чаще интересуются вероятностями более сложных, составных, событий. 14 Так игрок, поставивший при бросании кости на чет (выпадение четного числа очков), легко оценит вероятность благоприятного исхода. Для этого ему надо поделить число шансов с четным числом очков на полное их число. Количество указанных шансов в данном случае m = 3 (выпадение 2; 4; и 6). А значит искомая вероятность равна 
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В общем случае, вычисление вероятности некоторого случайного события A методом шансов сводится к следующей процедуре: Вначале пытаются выделить полную группу шансов, отвечающих данному событию. Если это удается сделать, указывают все те из них, реализация которых в испытании равносильна событию A. Такие шансы называют благоприятствующими событию A. Пусть число благоприятствующих шансов равно m. Поделив их на полное число шансов n, придем к формуле вычисления вероятности случайного события по схеме шансов: 
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2. Испытания Бернулли. Биномиальное распределение.

Утверждение о независимости исходов последовательных испытаний

нельзя логически обосновать или надежно подтвердить испытаниями.

Поэтому независимость исходов входит в теорию как постулат, определяющий структуру вероятностных свойств серии испытаний. Опишем ее, для чего пометим события индексами. Например Ai, Bk, где индекс указывает номер испытания. Так Bk есть событие B в k-м испытании. Соответственно, P(Bk) вероятность, что B произойдет в k-м испытании.Сосредоточимся на одном событии A и противоположном ему A. Пусть A может реализоваться в каждом испытании с одинаковой вероятностью p. Тогда вероятность противоположного события A равна 1 - p:

[image: image17.wmf]. События A и [image: image18.png]


 несовместны в одном испытании, а в разных независимы.

Поэтому справедливы равенства [image: image19.png]


. Пока совершенно неважно, что собой представляет событие A. По-

этому назовем его S (success), а противоположное F (failure). Теперь мы готовы дать окончательное определение испытаний Бернулли: серию n независимых испытаний, имеющих два исхода: успех S или неудача F, с вероятностями p и q, неизменными для всех испытаний, называют испытаниями Бернулли.

Так как испытания независимы, вероятность любой конкретной последовательности успехов и неудач, например [image: image20.wmf](1)

равна произведению их вероятностей p и q:

[image: image21.wmf], где k количество успехов в n испытаниях, а n - k число неудач.

Обычно существенно общее число успехов k, а не то, как чередуются успехи и неудачи в n испытаниях. К примеру говорят, что бизнесмен успешно вел дело, если ему сопутствовало больше успехов, чем неудач(k > n=2). Поэтому найдем вероятности Pn(k), что в n испытаниях было k успехов. Начнем с подсчета всех комбинаций успехов и неудач (1), содержащих k успехов. Для этого выпишем из (1) последовательность номеров успешных испытаний

j1<j2<…jk-1<jk (2) . Будем трактовать их как номера k шаров, вынутых из урны с n пронумерованными шарами. Напомним, всего способов извлечь k шаров из n без возвращения равно числу размещений [image: image22.png]


. Мы найдем число комбинаций успехов (2), оставив из всех размещений лишь выборки с возрастающими номерами. Для этого надо поделить число размещений на число k! перестановок k шаров. В итоге оказывается, что число последовательностей (1) с k успехами равно биномиальному

коэффициенту [image: image23.png]


. В каждой серии из n испытаний конкретная последовательность (1) k успехов и n-k неудач несовместна с любой другой, хотя бы и содержащей то же число успехов. Следовательно, по аксиоме аддитивности, вероятность объединения всех разных последовательностей (1), содержащих k успехов, равна сумме их вероятностей (4):

[image: image24.wmf]. Эта формула для вероятности k успехов из n испытаний носит название биномиального распределения. Графики биномиального распределения. [image: image25.wmf]
Формула (6) дает вероятность события Hk, что в серии из n испытаний, трактуемых как одно макро-испытание, будет k успехов. Набор всех таких n+1 событий {H1,…,Hn}  образует полную группу несовместных событий. Часто истинный успех (событие T true success) приходит, лишь если в серии из n испытаний успехи перевалят некоторое пороговое значение m. Например, спортсмена введут в национальную сборную, если в восьми отборочных соревнованиях он победил не менее трех раз. В силу взаимной несовместности Hk, вероятность события T получают суммированием вероятностей всех благоприятствующих T событий Hk:

БИЛЕТ №4.

1) Как уже понял читатель, теория вероятностей занимается изучением статистически устойчивых случайных событий. Сама же статистическая устойчивость того или иного события принципиально недоказуема. По-этому математики принимают ее за аксиому. Физики же и инженеры пытаются убедиться в наличии этого свойства у конкретного случайного события, скажем события A, чисто эмпирически. При этом они, как правило, опираются на понятие относительной частоты появления случайного события. Введем его, переписав соотношение (1) в более прозрачном виде. Применительно к произвольному событию A (не обязательно радиоактивному распаду) правая часть равенства (1) равна отношению M/N, где M -случайная величина, равная числу испытаний, из общего числа N, при которых реализовалось событие A. Для указанного отношения вводят специальное обозначение P* и называют его относительной частотой появления события A в серии из N испытаний. В более аккуратных обозначениях 
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где P*(A;N) -относительная частота появления случайного события A в N испытаниях. Если обсуждаемое случайное событие статистически устойчиво, относительная частота становится, с увеличением числа испытаний N, все менее случайной, а при безграничном увеличении N стремится к некоторой детерминированной величине P(A). На математическом языке этот факт записывают в виде 
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При этом детерминированную величину P(A) как раз и называют вероятностью случайного события A. Вычисление вероятности некоторого случайного события как предела (3) называют статистическим определением вероятности. 

2) Часто в физических, инженерных и экономических приложениях число испытаний n велико, а вероятность исследуемого события p мала. Так число испытаний может быть равно числу атомов газа в сосуде или количеству единиц продукции, выпускаемой фабрикой за год, а интересующее событие - распад атома или наличие брака. Вероятности указанных событий как правило очень малы. В подобных случаях пользуются не биномиальным распределением, а более простым законом редких событий. Он возникает как предел биномиального распределения при 
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Событие, вероятность которого p подчиняется предельным соотношениям (13), назовем редким событием. Входящий в (13) параметр λ количественно характеризует степень редкости события. Пусть Pk(λ) вероятность, что редкое событие произойдет k раз. По данному выше определению она равна 
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Найдем вначале вероятность P0(λ), что редкое событие ни разу не произойдет. Согласно биномиальному распределению 
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Следовательно, из 2-го замечательного предела имеем 

  [image: image31.png]Po(A) = lim P, (0) = lim (1 2)°
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Выведем рекуррентное соотношение, связывающее вероятности Pk(λ) и Pk+1(λ). Заметим, что из биномиального распределения (6) вытекает равенство 
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Переходя в его обеих частях к пределу (13), будем иметь 
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Вычислим оставшийся предел, заменив p на λ/n, а q на 1-λ/n:
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Отсюда и из (15) следует искомое рекуррентное соотношение 
[image: image35.png]A p
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Положив здесь k = 0, с учетом (15) имеем 
[image: image36.png]Py(A) = APy(4)




Применяя рекуррентную формулу k раз, получим окончательно 
[image: image37.png](16)




Это так называемый закон Пуассона. Его трактуют как закон распределения случайной величины K, имеющей бесконечное число значений K = 0; 1; 2; ... Соответствующая характеристическая функция равна 
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Нетрудно найти первые слагаемые ее разложения в ряд Тейлора по u: 
[image: image39.png]O(u) = 1+ idu— AN+ 1) +




откуда
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Конечно, число испытаний n в реальных условиях ограничено. Поэтому на практике закон Пуассона используют так: Малую вероятность p редкого события в одном испытании умножают на число испытаний n. Полученное значение λ = p* n подставляют в закон Пуассона (16) для приближенного расчета вероятности, что в серии из n испытаний событие произошло k раз. При этом обычно оказывается, что Pk(λ) становится исчезающе малым задолго до того, как k приближается к n. 

БИЛЕТ №5.

1) Будем полагать, что все шары различимы (пронумерованы) и выясним, сколькими способами можно извлечь R из них. Поскольку роль ша- ров могут играть предметы совершенно произвольной природы: яблоки, члены спортивной команды или даже разные взгляды на жизнь, используем общую терминологию. Будем говорить об упорядоченной выборке R элементов из генеральной совокупности элементов  [image: image41.png](b by by}




объема N. Вне зависимости от природы объектов генеральной совокупности, итог упорядоченной выборки можно представить в виде последовательности чисел - номеров последовательно выбранных объектов. 
Упорядоченные выборки с возвращением 
Обсудим две процедуры извлечения объектов из генеральной совокупности. Первую из них называют выборкой с возвращением, когда записывают номер вынутого из урны шара, а затем кладут его обратно в урну. В этом случае один и тот же номер может встретиться в выборке несколько раз - столько, сколько раз вынимается тот же самый шар. 
Сосчитаем число всевозможных различных упорядоченных выборок с возвращением R шаров из N. Для этого заметим, что первый шар можно вынуть N различными способами. Поскольку его возвращают в урну, то и второй шар можно вынуть N способами и так далее. В итоге, полное число различных упорядоченных выборок равно  
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Если шары вынимают наугад, абсолютно произвольно, то число n (4) - это сумма шансов, сопутствующих испытанию - извлечению упорядоченной последовательности R различных шаров из N, а вероятность реализации любого из шансов равна [image: image43.png]



Упорядоченные выборки без возвращения 
Вторая естественная процедура выборки - упорядоченная выборка R шаров из N без возвращения, когда, после очередного извлечения шара из урны, в ней остается одним шаром меньше. А значит 1-й элемент выборки можно выбрать N разными способами, второй N-1, а последний (N-R+1) способами. Таким образом, полное число размещений: всевозможных различных упорядоченных выборок без возвращения R шаров из N равно 
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2) Центральное место в теории и приложениях занимают гауссовы величины. Распределение гауссовой величины X таково 
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а его интегральная функция распределения имеет вид 
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Гауссово распределение полностью задают параметры (μ; σ), имеющие ясный геометрический смысл: μ есть центр колоколообразного графика распределения (1), а σ равно его характерной ширине. Эти параметры имеют еще и прозрачную вероятностную интерпретацию. Так μ равно средней величине X. Покажем это, записав (1) в форме [image: image48.png]Ty = Fla )



где 
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В новых обозначениях среднее равно 
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Перейдем в последнем интеграле к интегрированию по y = x-μ (x = y + μ; dx = dy). В итоге получим 
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Здесь первый интеграл равен нулю из-за четности f(y), а второй единице в силу условия нормировки. Следовательно <Xi> = μ. Напомним смысл вспомогательной функции f(x) (3). Это распределение случайной компоненты X(с волной) гауссовой величины X. Как известно, второй момент X(с волной) равен дисперсии X:  [image: image52.png]DY) = (X%) = /x#](a).ia.




Подставив сюда явное выражение f(x) (3), будем иметь 
[image: image53.png]



Сделаем замену переменных z = x/σ    x = σ*z ; dx = σdz. 
Это дает  [image: image54.png])




Сведем оставшийся интеграл к известному интегралу Пуассона 
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Интегрированием по частям находим 
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Отсюда и из (4) имеем D[X] = σ2. Таким образом, σ2 есть дисперсия гауссовой величины X, а параметр σ равен ее стандарту.
Гауссово распределение нигде не равно нулю. Это значит, что измеренные значения гауссовой величины X могут быть сколь угодно велики. Однако на практике гауссовы величины редко выходят за некоторый ограниченный интервал. Этот известный экспериментаторам факт выражает знаменитое правило трех σ. Придем к нему, вычислив вероятность, что отклонение гауссовой величины от ее среднего значения не больше 3σ. Выразив искомую вероятность через интегральную функцию распределения (2), будем иметь 
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Вероятность противоположного события, что измеренное значение X бу- дет лежать за пределами указанного интервала, равна 

[image: image58.png]P(X | >30) ~0.003




Иными словами, как правило, лишь в трех из тысячи измерений X отклоняется от μ на величину, большую 3σ.

БИЛЕТ №6.
1) Обозначим множество всевозможных подмножеств пространства элементарных событий ω (1), содержащее само пространство ω и пустое множество ό, буквой F. Таким образом, 
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Кроме того очевидно, что 
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Очевидно также, что любые объединения и пересечения входящих в F множеств также принадлежат множеству F: 
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Множество множеств F, для всех элементов которого справедливы соотношения (8a-c), называют алгеброй множеств. 

Замечание: Когда пространство ω имеет n элементов, легко подсчитать число элементов алгебры событий F. Сделаем это, сопоставив каждому элементу алгебры F последовательность n нулей и единиц. Например 
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где единица в k-й позиции означает, что элементарное событие ωk благоприятствует событию A. Если же нет, то на этой позиции стоит нуль. Во взаимно-однозначном соответствии между всевозможными последовательностями нулей и единиц длины n и элементами множества F легко убедиться, заменив единицы соответствующими элементарными событиями ωk. Причем последовательность из одних только нулей отвечает невозможному событию, а из единиц - достоверному событию: 
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Следовательно, число элементов F равно числу последовательностей n нулей и единиц. Всех таких последовательностей 2n. Действительно, есть два варианта выбора первого числа (0 или 1), два варианта выбора второго и так далее. Следовательно, всего вариантов 
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Это и есть число элементов алгебры событий F. 
2) Распределение вещества вдоль материальной прямой x в механике предпочитают описывать не массой слева F(x), а плотностью распределения вещества. В одномерном случае плотность равна 
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Функцию f(x) называют дифференциальной функцией распределения или плотностью вероятностей величины X. Она еще удобней, чем F(x), при анализе свойств случайных величин. Поэтому, говоря о распределении случайной величины X (без добавления интегральная или дифференциальная) имеют ввиду именно плотность вероятностей f(x). 

С помощью плотности вероятностей, формулу (9) записывают в виде 
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В частности отсюда вытекает явное выражение интегральной функции через плотность вероятностей 
[image: image67.png]) = [ fwyd
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Перечислим общие свойства плотностей вероятностей. Устремив в (12) x к бесконечности, придем к условию нормировки, выраженному на языке  плотности вероятностей 
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Второе общее свойство плотности вероятностей состоит в том, что f(x), как и любая плотность, неотрицательна: 

[image: image69.png]flz) =0
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Дифференцируя обе части равенства (7) по x и вспомнив, что производная единичной функции равна дельта-функции: 

[image: image70.png]0'(x) = o(x) .




найдем плотность вероятностей дискретной случайной величины 

[image: image71.png]flx) =Y pud(z - m) (14)
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Оно также имеет наглядную механическую интерпретацию. Образно говоря, это сингулярная плотность набора бусинок (материальных точек) массами p1; p2; : : : pn; : : : , нанизанных на ось x. 
